Ensaio de Hipoteses - Paramétricas

Questao

Hipotese
estatistica

Ensaios de hipoteses paramétricas sao sempre
ensaios sobre os valores dos parametros da

populacdo : média, variancia, proporgao, ...




Ensaio de Hipoteses

8 passos de um Ensaio de Hipodteses:
1. Dados

. Distribuicao da populacao

. Hipoteses

. Escolha da estatistica teste

. Distribuicao da estatistica teste

. Regra de decisao

. Calculo do valor da estatistica teste\valor-p.

. Teste mais potente — Lema de Neyman-Pearson

O 00 N OO U1 &b W N

. Decisao estatistica



Ensaio de Hipoteses

Recolha de
Amostra informacao
Populacao aleatoria
Magas de um pomar =) 10 macas Peso das macas

Saltos em comprimento =) 20 saltos

Comprimento dos saltos
de um atleta

Populacio de um - 50 residentes Pratica desporto
concelho no concelho
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2. Distribuicao que melhor representa o comportamento

da caracteristica da populacao que nos interessa é conhecida

~ uestao de e
Populagao Q Distribuicao
interesse
Macas de um pomar  Peso meédio das Normal
macas do pomar Variancia conhecida
Saltos em o
comprimento Varlan(?la do NorrAnaI
de um atleta Comprimento dos Variancia desconhecida
saltos
Populacao de um Proporgao que .
bHias bOT&ad d Bernoulli

concelho pratica desporto
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S Hipotese
3. Hipéteses sqa\o‘e 30 alternativa
O\o(e O O‘N\a‘;
p(e > c do ¢ /V,q'“o
4/[40 SOB'?
€Sy, STh £ Og
W5y, 35 0, Yy
45./ 45 S D 4S

E a hipotese que se vai testar
Status Quo\Auséncia de Efeito



Ensaio de Hipoteses
Hipotese

(d
Hipotese
OQ nula 4 ¥ alternativa

<: , & = &
E a hipotese que se vai testar

. _ Espaco dos parametros
Status Quo\Auséncia de Efeito /"

3. Hipoteses

Questdo de O,U0, =0

interesse Hy: n =130 grs Hq: u=150 grs

Peso medio Hy:u =130 grs Hi:u+ 130 grs

das macas

do pomar H()I U < 130 grs Hli u > 130 grs
Hy: u =130 grs Hqi:u <130 grs

O = {u € (—00,+00)}



3. Hipoteses

Questao de
interesse

Variacao do
comprimento
do salto de um
atleta

Ensaio de Hipoteses

s Hipotese Hipotese
@ § nula S BHAN, alternativa
& V-
H,: 0% = 0.5 mts H:0? = 0.7 mts
90 U 01 =0 = {0-2 (S (O,‘I‘OO)}
H,: 0% = 0.5 mts H{: 0% # 0.5 mts
Hy: 0% < 0.5 mts H,:0%> 0.5 mts

H,: 0%> 0.5 mts H{:0°< 0.5 mts



3. Hipoteses

Questao de
interesse

Pratica de
desporto pelos
residentes de
um concelho

Ensaio de Hipoteses

. Hipotese Hipotese
G R nula V4 W alternativa
& & N

H,: 0 = 0.35 H{:0=04
Hy: 0 =0.35 Hq:0 + 0.35
H,: 0 <0.35 H{:06 > 0.35
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3. Hipoteses (] .
Hipotese Hipotese
0 N hula V4 W alternativa
& N
Em resumo: O, U0 =0 (%)
00 N 01 — 0

Muito importante: - aigualdade aparece sempre na H

- valores que o parametro pode assumirem H, (*)
sao complementares dos valores de H
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4. Escolha da estatistica teste

Questdo de Informacao Estatistica teste

interesse
Peso das macas Peso de cada Peso médio na
do pomar maca da amostra amostra - X
Variacao no Comprimento Variancia do
comprimento de cada salto na comprimento dos

2

dos saltos amostra saltos na amostra - S’
Proporgao que Se cada elemento na Proporcao na amostra
pratica desporto amostra pratica ou que pratica desporto- X

nao desporto
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5. Distribuicao da estatistica teste

Estatistica teste

Distribuicao
Peso médio na 2 - 2
— = ) X— o
amostra - X X~N (Il, —) ou - HNN (ﬂ; —)
n /\/ﬁ n

Variancia do 2
comprimento dos (n-1s"

2 2 X (n-1)

/ o
saltos na amostra - §
Proporgao na amostra Y ~N(0,1)

que pratica desporto- X \[9(1 —0)
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6. Regra de decisao: Rejeitar Hy ou nao rejeitar H,

Decisao é tomada tendo por referéncia a Regiao de Rejeicao

Regido de Rejeicao\Critica - W é um subconjunto do espaco amostra, tal

ue: el
q -se (xq, Xy, , Xn) € W,rejeita — se Hy;

-se (xq,%Xy,*,X,) € W,ndo se rejeita H,

Notas: W UW=R"e WnW=¢

Atencao: como W < R" pode ser complicado dizer se uma amostra
particular pertence ou nao a IW. A utilizacao de uma estatistica teste
T(Xy, X5, -, X,,) e definicdo de uma regido de rejeicdo Wi resolve esta
dificuldade.
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Definido um nivel de significancia a, define-se a Regiao de Rejeicao
W+ com base na distribuicao por amostragem da estatistica teste T'.

a=0.05
fr(t)
Regido de Regido de Regido de
rejeicao nao rejeigao rejeicao

WT WT

ta/2
t(xq, X2, , Xp) O t (x1,%2,", Xp) t(x
Rejeita-se Hy Nao se Rejeita Hy :

e Xp)
Rejeita-se H,
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Quando tomamos uma decisao podemos cometer dois tipos de erros:
Erro tipo 1: rejeitar Hy e Hy ser verdadeira

Erro tipo 2: nao rejeitar Hy e H ser falsa

Situacdo| g, verdadeira H, falsa
Decisdo tomada ?

Rejeitar H Erro de 12 espécie Decisao correcta

N&o rejeitar H Decisao correcta Erro de 22 espécie
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Dimensao do
ensaio\teste

/

P(rejeitarHy|H, verdadeira) = P((Xl,Xz, o, X)) E Wp|6 = 90) =«

Considere-se Hy: 8 = 0, contra Hy: 6 = 0,

P(Erro 22
— /
P(nao rejeitarHy|H falsa) = P((Xl,XZ, o, X)) €E Wr|O = 91) =1-p

P(rejeitarHy|Hy falsa) = P((Xl,Xz,-",Xn) € Wrl|0 = 60) =p

~

Poténcia do
ensaio\teste



Ensaio de Hipoteses
Seja uma populacio X~N(u, g% = 4)
Pretende-se testar Hy: © = 10 contra H{: u = 14
W ={x:X >k}

Regido de ndo rejeicdo Regido de rejeigao

N
/ \

N(10,0?) N(14,0?)

s & x
k=125
Probabilidade de erro

, - Probabilidade de erro
tipo 2\22 espécie tipo 1\12 espécie



Ensaio de Hipoteses
Seja uma populacio X~N(u, g% = 4)
Pretende-se testar Hy: © = 10 contra H{: u = 14

:{)_( "X > k} Sesereduz a,aumental — f3
Regido de ndo rejeicdo Regido de rejeigao

N(10,02)

/ =
Probabilidade de erro B D\

Probabilidade de erro
tipo 2\22 espécie tipo 1\12 espécie



Ensaio de Hipoteses
Seja uma populacio X~N(u, g% = 4)
Pretende-se testar Hy: © = 10 contra H{: u = 14

W :{)_( "X > k} Se sereduz 1 — 3, aumenta «
Regido de ndo rejeicdo Regido de rejeigao
. o~
N(10,02) N N(14,0?)
) -II_.-' )
\,

—

Probabilidade de erro
tipo 2\22 espécie

Probabilidade de erro
tipo 1\12 espécie
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8. Teste mais potente — Lema de Neyman-Pearson

Ideia importante: A reducao das duas probabilidades (ou de uma delas,
supondo a outra fixa) s6 se consegue aumentando a dimensao da amostra.

Na impossibilidade de minimizar ambos os erros, o Lema Neyman-
Pearson define o teste mais potente com base em dois critérios:

1. Fixar a probabilidade de erro tipo 1 (a) porque atribui a este erro maior
importancia. Em geral « = 0,1,0.05,0.01. Apenas se rejeita Hy se houver
forte evidéncia estatistica contra esta hipotese.

2. Minimizar a probabilidade de erro tipo 2 (1 — ) ou maximizar a poténcia do
ensaio ().

A regiao de rejeicao assim definida corresponde ao teste mais
potente de dimensao «.
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Regra intuitiva: No teste de médias, variancias ou proporg¢oes a regiao
de rejeicao esta do lado da alternativa quando se utiliza a estatistica

“natural”.

Exemplos:
Hy:u<130grscontra Hy: u > 130=> Wy = {(xq, x5, -+, x,): X > k}

Hy: 0% = 0.5 mts contra Hy: 6% < 0.5 mts > Wy = {(xl,xz,---,xn): s < k}

Hy:0 =0.35contraHq1:0 = 0.4 =Wy = {(x1, x5, ,x,): X > k}




Ensaio de Hipoteses
Exemplo: Seja uma populacdo X~N(u, 0% = 4) e uma amostran = 9

Pretende-se testar Hy: ug = 10 contra Hq: u; = 14 a = 0.05
M1 > Ho Entdo, (Lema Neyman Pearson — regra intuitiva) W = {x > k}
k:P(X > klp=py) =aeP(X > k|lu=10) = 0.05< P(X < k|u = 10) = 0.95

= k = invnorm(0.95,10,4/5) = 11.097
ou
X—uy k-10 k— 10 k— 10
P[> =0.05=P(Z> =0.05=P(Z < = 0.95
%/ %/ </
/ n 3 3 3

k — 10 2
2/ = invnorm(0.95,0,1) = 1.645 =k = 10 + 3 1.645 = 11,1

=

3
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Probabilidade de erro de 22 espécie:

1 — B = P(nao rejeitarHy|Hy falsa) = P((Xl,Xz, o, X)) EWr |0 = 91)
= P(X < 11.1|u = 14) = normal cdf(—10000,11.097,14,2/3) = 0

Poténciadoensaio:f =1 —-0=1

f = P(rejeitarHy|Hy falsa) = P((Xl,Xz,m,Xn) € Wrl6 =0,)

= P(X > 11.1|u = 14) = 1 — normal cdf(11.1,100000,14,2/3) ~ 1

ou
_ X—p 111-14
=P(X>11.1|u=14)=P<0 s >=P(Z<—4,35)
/ym /3

=P(Z>435) =1
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Retome-se o exemplo anterior: populacdo X~N(u,0% = 4),(X{, X, -+, X))

Pretende-se testar Hy: 1 = 10 contra Hy: u > 10 a = 0.05

Uy > uog=>W = {x > k} (Lema Neyman Pearson — regra intuitiva)

Calculo de k faz-se exactamente do mesmo modo = W, = {x > k(n)}

2
Comk(n) =10 + 1.645 * =

Poténcia do ensaio — B(u) = P(rejeitarHy|Hg falsa) = P((Xy, X, -+, Xy) € Wrlue > 1)

Func3o de u/

=P(X > k(n)|u > 10) =P<)§_M>k(;)_u|u>10>
/ym / /n

_ k(n) —
=1—P<Z>k(n) ”|u>1o>=1—¢< () ”Iu>10>

Z/ﬁ
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O grafico que se segue ilustra a funcdo poténcia S(u) para u > 10
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O que acontece a funcao poténcia quando, mantendo-se a constante,

aumenta a dimensao da amostra?

a=0.05

Notas:

. Fixado a, k(n) é fungao da
dimensao da amostra n;

- Para cada u > 10, quanto
maior a dimensao da amostra

mais elevada é a poténcia do
teste.
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Notas:

- Para testar Hy: 6 < 6, contra H{:0 > 6, procede-se como para

testar Hy: 8 = 0, contra H{:0 > 0,

- Paratestar Hy: 6 = 6, contra H4:0 < 8, procede-se como para

testar Hy: 8 = 0, contra H1:0 < 6,

- Em ambos os casos esta-se a escolher a pior situacao.
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Testes bilaterais: Hg: 8 = 6, contra Hq:0 + 6,

Numa situacao destas é facil entender que nao existe, em geral, um teste
UMP.

Se se retomar o exemplo anterior Hy: u = 10 contra Hqy:u # 10, tal

corresponderia a ter simultaneamente 2 testes, quando:

Isto nao pode

acontecer
- u < 10 a regido critica W = {x < k}. simultaneamente.

- u > 10 ter-se-ia a regido critica W = {x > k}

Para definir a regiao critica recorre-se a uma regra intuitiva que consiste em
considerar uma regiao de rejeicao nas duas abas da distribuicao da estatistica

teSte'WT :{f < kl Ux > kz}com kll kzp(f < kl) — P(f > kz) — a/Z
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Testes bilaterais: Hg: 8 = 6, contra Hq:0 + 6,

Retome-se o exemplo anterior X~N(u, 0% = 4), n = 9 e considere-se

oensaio Hy: u = 10 contra Hqy: u # 10 a = 0.05 @% = 0.025

Regido de Regiao de
rejeicao rejeicao
W)—( Wx
) 025 0,025

8.63 p=10 11.30
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Valor-p

Num teste de hipdteses fixada a dimensao «, rejeita-se (ou nao) H
sem se ter em conta se a estatistica teste T esta longe ou perto do valor

critico k.

O valor-p € uma forma alternativa de reportar o resultado do teste que
permite ultrapassar esta limitacao.

Defini¢do: Seja T (x4, x5, *+, X,) = t,ps. O valor-p é a probabilidade,
Dobs, de observar um valor de ¢, . tao ou mais desfavoravel para H,
admitindo H, verdadeira

O valor-p mede a evidéncia que os dados fornecem a favor de H,. Qto menor for o
valor-p menor é a consisténcia dos dados com H,, logo mais se rejeita H,. Ex: se
Dops = 0.0001 rejeita-se, se p,ps = 0,25 nao se rejeita. E se p,ps = 0.0527?
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Calculo do Valor-p

Exemplo: X~N(u, 0% = 4), n = 16,t(xy, x5, ,%X,,) = typs=11

1. Obter a distribuicao da estatistica teste assumindo que Hy (ou o seu
valor limite no caso de uma hipotese composta) é verdadeira.

Hy: 1 =10(=10) contra Hy: u <10 =T = X~N(10,%/4¢)
2. Definir o acontecimento mais improvavel do que o observado (+ para o

lado da alternativa, depende de H).

Os casos tao ou mais desfavoraveis para Hy correspondem a observar
uma média amostral igual ou mais “afastada” de 10 do que o valor
observado, 11.

3. Calcular a sua probabilidade.

Pops = P(X < 11|u = 10) = 0,98 = n3o se rejeita Hy
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Calculo do Valor-p

Exemplo: X~N(u,0% = 4), n=16,T(xq{, X5, ,%X,) = tops=11
1.Hy: u =10 (< 10) contra Hy:u > 10 =T = X~N(10,4/4¢)

2. Os casos tao ou mais desfavoraveis para Hy correspondem a observar

uma média amostral igual ou mais “afastada” de 10 do que o valor

observado, 11.
3.Ppps = PX > 11|lu=10)=1-P(X < 11|u=10)=1-0,98 =

0.02 = rejeita-se Hy para um nivel de significancia a = 0.05
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Calculo do Valor-p

Exemplo: X~N(u,0% = 4), n=16,T(xq{, X5, ,%X,) = tops=11
1.Hy:u=10contra Hy: u# 10 =T = X~N(10,%/,)

2. Os casos tao ou mais desfavoraveis para Hy correspondem a observar
uma média amostral mais “afastada” de 10 do que o valor observado, 11

quer para valores inferiores quer para valores superiores.

3. Dops = P(|X| = 11|p = 10) = P (’?‘“ < —2) + P (’?‘“ > 2) = 0.046

o o

VR [\
= rejeita-se Hy para um nivel de significancia a = 0.05
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Populagdes normais X~N (u, 0%) — testes de médias

1. Testes de medias com variancia g%conhecida

2 Ho _N(0,1)

Vn

Aplicar a regra intuitiva para o tipo de ensaio escolhido

Estatistica teste: )?~N(u0, “Z/n) ou

2. Testes de medias com variancia % desconhecida

, L X—
Estatistica teste: Pot(n—1)
/v

Aplicar a regra intuitiva para o tipo de ensaio escolhido
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3. Populacoes Bernoulli X~B (1, 8) — teste a propor¢cdao amostral

X-0,
J90(1—90)

n

Estatistica teste: X<~ N(8,, 60(1_90)/«,0 ou

~N(0,1)

Aplicar a regra intuitiva para o tipo de ensaio escolhido

4. Populacoes Poisson X~Po(A) — teste a média

X2,
A

n

Estatistica teste: <~N(0,1)

Aplicar a regra intuitiva para o tipo de ensaio escolhido



